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9.1

Busqueda. Tipos de BuUsqueda

Se ha visto que, en la aproximacion maquina, se trata de minimizar un
coste definido a partir de las salidas deseadas, d® y las que proporciona la
maquina, o® = F, (x®) (u o®=f (x®)), acumulando sus valores segun k; en
definitiva, una forma C,,, cuya variacion con w es arbitraria:

C, 4

y se trata de buscar el minimo absoluto, o, en su defecto, uno relativo aceptable.
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9.2

No siempre es posible obtener una solucion cerrada (como en el caso de
regresion lineal, p. ej.): en cuyo caso hay que recurrir a aplicar un algoritmo de
busqueda de dicho minimo.

E, incluso cuando sea accesible una solucion cerrada, puede interesar
aplicar una busqueda para conseguir generalizacion: ya que la minimizacion
para las muestras no equivale a la minimizacion para todo el espacio de
observacion, y puede producirse sobreajuste; lo gue debe evitarse:

- regularizando la solucion;
- eligiendo un coste adecuado;

- 0 bien, entrenando hasta un cierto limite: lo que es posible, p.ej., mediante
la detencion de un algoritmo iterativo de busqueda.
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9.3

Un algoritmo iterativo va modificando (por pasos) w con objeto de
reducir C,: si se dividen las muestras disponibles en dos conjuntos:

el de entrenamiento: con cuyos elementos se hace la busqueda;
el de detencion (o validacion): que simplemente se usa para ir midiendo C,,

(tipicamente, el 80% y 20% de las muestras, respectivamente), se puede
observar que, antes de llegar al minimo coste en el conjunto de entrenamiento,
repunta el de validacion (al perder capacidad de generalizacion): ahi se puede
detener la basqueda

y

‘\/

det
Cw

entr
CW

> Pasos
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9.4

Hay dos tipos de métodos de busqueda:

- locales: con los que se puede acceder a un minimo relativo, a partir del
punto en que se inicialice el algoritmo, que minimiza paso a paso
el coste; con lo que solo es posible llegar al minimo que se
encuentre en la cuenca de atraccion del punto inicial

Wrin Win

- globales:que persiguen alcanzar el minimo absoluto.
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9.5

Los métodos de busqueda globales son, como es facil comprender,
complejos, delicados y lentos: computacionalmente muy costosos; por lo que
solo se aplican en casos en que merezca la pena perseguir el minimo absoluto
(ya que, si basta un buen minimo relativo, suele ser suficiente repetir busquedas
locales con distintas inicializaciones y seleccionar la mejor solucion). Tienen
fundamentos muy distintos: pero todos incluyen un mecanismo de exploracion
del espacio de soluciones (w) y uno de explotacion de los resultados favorables
de dicha exploracion.
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9.6

Busqueda local

A. Algoritmos de gradiente

Si se trabajase mediante procedimientos analiticos, es decir, conociendo C(w)

(el coste medio, que incluye la promediacion sobre todo el espacio muestral), y
g(w)=V,,C(w) es su gradiente, esta claro que proceder de la forma

nuevo

W L —ng(Wa”t) (m>0)

conducira a un minimo local, si n es suficientemente pequefio.

Este procedimiento se conoce como algoritmo del descenso mas pendiente
(“steepest descent”): requiere conocer C(w), lo que no es habitual.

TDS/4, ITIATSC-DTC/UCHIM



9.7

En situaciones muestrales, se puede trabajar con el coste para las
muestras; aunque puede procederse para la totalidad (o subconjuntos del total),
es frecuente y recomendable hacerlo secuencialmente (muestra a muestra:
ciclando éstas tantas veces como se precise, y extendiendo de este modo {k}):

WD = W _pg® (w("))

que es el algoritmo (secuencial) de gradiente. En esta regla, g® es el
gradiente del coste evaluado para la k-ésima muestra.

(Notese que es adaptativo si k es el tiempo).

Discutiremos su comportamiento en media, sustituyendo g por g: pero
conviene aclarar que al coste minimo tedrico se afiadira un error de desajuste
debido al efecto del muestreo.
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9.8

En las cercanias del minimo buscado, w,, se podra escribir:
Cw) =C(w,) + (W-Wo)Tg(Wo)+§(W-W0)THW(W0)(W-WO)
siendo H,, la matriz hessiana de C(w)
| - 0°C(w)
Y ow, ow

y, por ser w, un minimo (local), el segundo término de la derecha es nulo;
descomponiendo H,,(w,) en sus vectores propios

H,, (W) v;= AV,

se tiene i

C(w):C(wo>+§(ZaiviJ Hw(wo)(ZaiviJ=C(wo)+§zxia?

luego w,, es un minimo si H,(w,) es definida positiva: A, >0, V i

y escribiendo
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Tomando ahora gradientes sobre
1
C(w) = C(Wo) "‘E(W 'Wo)T H,, (Wo)(W 'Wo)

resulta
gw)=H,(wy)(w-w,)= Zkiaivi

con lo que el algoritmo (W””ev" =w™ —ng(wf"”t )) resulta

nueva ant ant
Zai Vi = Zai Vi —nzliai Vi
i i

y, siendo los vectores propios linealmente independientes,

OL_nueva _ (1_n}‘| )chnt

Asi, para la correspondiente v;, la busqueda empieza en un cierto punto a,©
y sigue una progresion geometrica de razon 1-nA;; que converge Si

‘1—11%‘ <1: n<2h, (<2x,.)
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9.10

Noétese que la convergencia de la sucesion de v; es lo mas rapida posible
cuando m=1/A;. Sin embargo, esta puede ser una mala eleccion para otras
componentes.

Ejercicio:
Definiendo la velocidad de convergencia como

v, =min

1_U&‘
demuestre que el valor de 7 que maximiza v, es

2
kmin + 7\’max

Moy = arg {mT?X{Vn }}:

La velocidad no es el Unico factor a tener en cuenta en la elecciéon del
paso. En general, cuanto mayor sea n, mayor sera el error de desajuste debido
al procesado muestra a muestra.
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9.11

ARLOS

4 )
Para el caso de coste cuadratico y estimador lineal:
1
C(w) = EE{(S—WTX)Z}
0C T
— = —Ejls—=w X) X,
a Wi {( ) |}
2
C
€y
OW;0 W,
el hessiano es la matriz de autocorrelacion R,; y el algoritmo secuencial de
gradiente
wD = w® 4 (S(k) —w(")Tx("))x(")
que se conoce como LMS (“Least Mean Squares™) o de Widrow-Hoff: muy
frecuentemente aplicado para tiempo discreto k, y del que hay que destacar su
robustez y su notable capacidad de sequimiento en casos no estacionarios.
o J
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9.12

N
La principal debilidad de estos algoritmos radica en su ineficiencia

cuando H tiene autovalores muy dispersos (recuérdese la discusion de
convergencia): lo que ocurre entonces es que la superficie del coste en el
entorno del minimo tiene aspecto fuertemente hipereliptico, y los sucesivos
gradientes implican una ineficaz busqueda en “zig-zag”.
T: Formas de evitar este inconveniente de los algoritmos de gradiente.

o J
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9.13

Hay muchas variantes de estos algoritmos para evitar (otras)
limitaciones: p. ej., para acelerar la busqueda cuando se atraviesa una zona
[lana de C(w)

- puede aplicarse el algoritmo del momento

WD = W _pg® (w(") )+ B[w(") _w&D ]

en que el ultimo término proporciona “inercia” a la actualizacion de los
parametros

- puede realizarse gestion del escalon: aumentandolo suavemente cuando el
error va decreciendo, y reduciéndolo rapidamente si el error crece

T: Estudiar y aplicar algoritmos de gestion del escaldn.
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9.14

N
Tambieén es popular el algoritmo NLMS (“Normalized LMS”), en el que
se evita la dependencia del tamafio de las muestras utilizando como escalon
2 - 7 =
1/(8 + Hx(k) sz (¢ evita problemas numéricos)
(k+1) (k) 1 (k) )T (k) | (k)
w =w"’ + (s —w™ x X
o+ x|
(nOtese que se satisface “naturalmente” la condicion de convergencia, ya que
2

tr(R) > Ao Y Hx(")H2 es la traza muestral).

o J
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9.15

Nociones de otras busquedas locales

A. Busqueda en linea
Se elige una direccion de busqueda d ™, y se aplica

wD = ® 4 pg®

eligiendo n® para la maxima reduccion del coste
P C(W(k+1) ) [o C(W(k+1)) T 5wk ) T( o \5 (W(k) 4 n(k)d(k) ) )
@ | T awE D | g W PYT =
n W n n
_ gT(W(k+1))d(k) -0

obteniéndose asi los algoritmos de descenso mas rapido.

En la practica, n® se determina minimizando C(w®+ n®d®) por
busqueda directa unidimensional.
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9.16

La condicién gT(W(k”))d(k) =0 implica que, en el punto de destino, la
direccion de busqueda es siempre tangente a la curva de nivel:

¢ Como determinar la direccion de busqueda?

Obsérvese como al elegir d® = - g(wk), los gradientes consecutivos son
ortogonales, lo que suele llevar a busqueda en zig-zag.
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9.17

Sin embargo, notese tambien que, admitiendo forma del coste de 2°
orden, en cualquier punto situado en la direccion optima, d*, el gradiente es
nulo en la direccion de bldsqueda anterior.

w&

Lo anterior puede imponerse como condicién: elijase d&+1) de tal modo
que

gT (W(k+2) )d(k) ~0

Este es el fundamento de los algoritmos de gradiente conjugado.
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9.18

B. Algoritmos de gradiente conjugado

Son busquedas en linea (6ptimas) en que se eligen las d® de modo que no
se perturbe lo progresado en pasos anteriores: concretamente, obligando en
cada paso a que el gradiente en el destino sea ortogonal a la direccion de
busqueda previa

gT(W(k+2))d(k) _ gT(W(k+l) +n(k+1)d(k+1))d(k) ~0
de donde, admitiendo forma de 2° orden:
g(W(k+2)): HW(WO)(W(k+2) _WO):
_ HW(WO)(W(k+1) n 77(k+1)d(k+1) _Wo):
= H (W) WO —w, L4, () =

_ g(W(k+1))+77(k+1)H (Wo)d(k+1)
con lo que la condicion queda
d(k)Tg(W(k+2)): d(k)Tg(W(k+1))+n(k+1)d(k)THW(W0)d(k+1) ~0

Yy siendo O el primer sumando del segundo miembro,
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9.19

d®H,, (w,)d® Y =0

que es la condicién de conjugacion. Si se aplica consecutivamente en un
espacio de dimensién P (n° de parametros) bajo la hipétesis de superficie de 2°
orden, da lugar a P direcciones conjugadas que permiten resolver el problema
en P pasos (no es asi si la superficie no es de 2° orden).

Las formas practicas de estos algoritmos se obtienen de aplicar la
condicion de conjugacion a

gk = —g(w("”) )+ BlIg
sustituyendoen d®®"H_ (w,)d® =0, se puede despejar

k) _ Q(W(k+1))Hw(Wo)d(k)
B d(k)THW(WO)d(k)

TDS/4, ITIATSC-DTC/UCHIM



9.20

i (K) i5n teori )
Obviamente, B no se puede obtener de esta expresion teorica, ya que no

se conoce H,,(w,):

- si se sustituye H,,(w,)d® por [g(wkD) - g(w®)]m®

(igualdad que se obtiene de la expresion de g(wk*2) en la p. 9.18,
cambiando k+2 por k+1), se llega al algoritmo de Hestenes-Stiefel

) A )
= Gl -g ]

- si ahora se considera la expresion de d&*1 en la p. 9.19, se traspone y se
multiplican por g(w*1)) ambos términos, se tiene:

d(k+1)Tg<W(k+1) ): _gT(W(k+1) b(w(kﬂ) )+ B(k)d(k)Tg(W(k+1))

y como el segundo sumando del término de la derecha es nulo (por
descenso mas rapido), se deduce cambiando k+1 por k:

d(")Tg(w(") ): —gT(w(k) )g(w("’)
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9.21

que, llevada al denominador de PB,.*, considerando ademas que
d®Tg(wk+1))=0, proporciona el algoritmo de Polak-Ribiere

B — gT(W(k+1))[Q(W(k+l)>_g(w(k) )]
PL gT(W(k))g(W(k))

— por ultimo, si de la condicién de descenso mas rapido de la p. 9.15
gT(W(k+1))d(k) ~0
se inserta la expresion de d® de la p. 9.19, se tiene
gT (W(k+1) )[_ g(W(k) )+ B(k—l)d(k—l) ] —0
de donde
_ gT(W(k+1) )g(w(k) )+ B(k—l)gT(W(k+l) )j(k—l) -0
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9.22

N
con lo que, como es nulo el segundo sumando del primer término, lo es el
primero: eliminandolo en el numerador de B, *, queda establecido el
algoritmo de Fletcher-Reeves:

T\, (K+1) (k+1)
B — 9 (W )g(w )
R gT(W(k))g(W(k))
Estos algoritmos
- son eficaces si la aproximacion cuadratica es razonable: si no, pueden ser
peores gque uno de gradiente;
- deben “reinicializarse” (mediante gradiente) cada cierto nimero de pasos,
para evitar los efectos de acumulacion de errores.
o J
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9.23

El Método de Newton

Supuesto que nos encontramos en W* y que es aceptable

Cw) = Cw) + (w-wH) T g(w*) +§(w-w*)T H,, (W*)(W -w*)

tomando gradientes

g(w) =g(w*) + H,, (W*)(w —w*)

que sera nulo si w es el minimo buscado; de donde
W =W*—H" (W*)g(w*)

cuya aplicacion de forma iterada

es el algoritmo correspondiente a este método.
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9.24

No se aplica directamente por la carga gue supone
calcular H,, en cada paso
invertir la matriz

y en su lugar se utilizan

* los métodos Seudo-Newton: reduciendo H, a sus términos diagonales
(haciendo positivos los negativos; afiadiendo una cte. € para evitar
inestabilidades numéricas)

* los metodos Quasi-Newton: basados en aproximar iterativamente H,,*
imponiendo la “condicion Quasi-Newton”

wD _yw® = H;ﬁ(w(") )[g(w("”))-g(w(") )]

T: Discutir los métodos Q-N
- de Davidson-Fletcher-Powell (DFP)
- de Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno (BFGS)
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9.25

Busqueda Global

A. Temple Simulado (“Simulated Annealing”)

(Como se procede con el temple del acero: enfriando lentamente para
alcanzar un estado de minima energia interna)
C A

w

Se intuye con el simil del
movimiento de una bola por
una superficie de coste: con
una agitacion fuerte recorre
toda la superficie, y si se va
disminuyendo poco a poco > W
tendera a quedarse en el

minimo absoluto.
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9.26

Aprendizaje de Boltzmann
Inicializar w
Inicializar la temperatura T a T, (valor alto)
Aplicar un observable al azar y obtener C

Elegir un parametro al azar y modificarlo (segun G(0, T2/2x%), p. €j.)
obteniendo C+AC

5. -si  AC < 0 : aceptarel cambio
-si AC > 0 vy exp(-AC/T) > U[0,1] : aceptar el cambio
-si AC > 0 vy exp(-AC/T) < U[0,1] : no aceptarlo
6. Volver a 4 hasta agotar los parametros
7. Volver a 3 hasta agotar los observables
8. Aplicar un criterio de parada:
- si se cumple, terminar
- si no, reducir la temperatura segun T(I)=T,/In(1+l), y volver a 3

LD e

T: Métodos de aceleracion del Aprendizaje de Boltzmann
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9.27

B. Algoritmos Genéticos

Propuestos por Holland a mediados de los 70, son busquedas Neo-
Darwinianas, con exploracion por cruce y mutacion sobre poblaciones de
candidatos a la solucion, y explotacion mediante seleccidn para supervivencia.
Algoritmo Genético Basico (AGB)

(Las componentes de la solucion (w) se expresan en binario)
Inicializacion:

1. Construir una poblacion inicial aleatoria de tiras binarias

2. Evaluacion: aplicar una medida de calidad: ajuste (“fitness”) a un objetivo
3. Detencion: aplicar un criterio de parada; si no se cumple
4

. Reproduccion: generar una nueva poblacion, sorteando el paso de los
individuos de acuerdo con su calidad

5. Cruce: tomar aleatoriamente dos individuos, cortarlos por un (mismo)
punto aleatorio, y cruzar los trozos

6. Mutacion: por sorteo (de baja probabilidad) para cada bit de la poblacion
7. Volvera?2
(Reproduccion, cruce, mutacion: operadores)
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9.28

Ilustracion
01001101
10110110 F(1) 01001101
' E_ | FO R 01110111
01110111 ) .
F(N) C
01000111 M
01101101 < 01010111 |
' 01101101
) J
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9.29

Formatos tipicos:

- Tamario de la poblacion: alrededor de 50 individuos
- Tasade cruce: 0.6 - 0.8

- Tasa de mutacion: 10-2- 103

- Longitud de los individuos: hasta varios cientos

Con estas caracteristicas, el algoritmo busca una solucion global,
progresando (con oscilaciones) hacia mejores valores de calidad tanto del mejor
individuo como en media para la poblacion.

Tienen gran potencia de busqueda.
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9.30

Caracteristicas de los AG

Limitaciones

* Son ciegos: no es facil incorporar informacion previa

* Es dificil introducir restricciones sobre las soluciones: se suele hacer aplicando
operadores que las mantengan

* Tienen gran carga computacional, debido a la evaluacion

* Su aplicaciéon directa no ofrece generalizacion, al calcular directamente la
calidad

* Son proclives al estancamiento

- por pérdida de variedad “genética” (en los bits homdlogos de todos los
individuos), que imposibilita la exploracion;

se puede corregir: por aumento de la mutacion o por renovacion de parte
de la poblacion
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9.31

- por aparicion de un superindividuo (muy bueno para su generacion, pero
no como solucion final): que tiende a ocupar toda la poblaciéon por su
ventaja en la reproduccion;

se combate: equilibrando la reproduccion; p. ej., procediendo segun rango
en la evaluacion, y no de modo directamente proporcional a la calidad.

(con este tipo de precaucion, se pueden aplicar estrategias elitistas, pasando
el mejor individuo de cada generacion directamente a la siguiente, para
evitar pérdidas de dificil reparacion)
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9.32

N

* No tienen capacidad de seguimiento.

Pero pueden combinarse con busquedas locales (que, ademas, seran via para
obtener generalizacion), segun principios
- Lamarckistas: se heredan los resultados;
- Baldwinianas: no se hereda la busqueda local, pero se emplea en la
evaluacion.

* El AGB es de aplicacion limitada por la codificacion binaria: la codificacion
“real” requiere otros operadores para cruce (incluyendo fragmentacion de cada
posicidn) y mutacion.

o J
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9.33

N
Ventajas

(aparte de dicha potencia de blasqueda)

* No requieren formulacion analitica: la evaluacion puede llevarse a cabo
mediante la aplicacion directa de las soluciones al problema (p. €j., haciendo
jugar las estrategias que se disefien para un juego)

* Pueden introducirse muchos otros operadores de busqueda “ad hoc” para el
problema; asi como codificaciones diferentes de las tiras de bits

o J
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9.34

N
T: Otros métodos de busqueda global son:
- las estrategias evolutivas
- las bdsqueda “Tabu™
- los algoritmos “branch and bound”
Describase su aplicacion y discutanse sus principales caracteristicas.
- J
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